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Abstract: Based on Helmholtz’s free energy, an equation of state of iron (bcc-Fe) is constructed with simultaneous optimiza-
tion of ultrasonic, X-ray diffraction, dilatometric, and thermochemical measurements in the temperature range from 100 K to 
the melting points and pressures up to 15 GPa. Calculated thermodynamic functions of bcc-Fe are in good agreement with the 
reference data and experimental measurements at room pressure, as well as with P–V–T measurements at temperatures up to 
773 K and pressures up to 16 GPa. The calculated thermodynamic properties of bcc-Fe (x, α, S, CP, CV, KT, KS, γ, K', GT,P) 
are tabulated up to 1811 K and 15 GPa. The calculated P–V–T relations for bcc-Fe can be used to calculate pressures at given 
temperatures and volumes. 
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Аннотация: На основе свободной энергии Гельмгольца построено уравнение состояния железа с объемно-
центрированной кубической решеткой (bcc-Fe) путем одновременной оптимизации ультразвуковых, рентгеновских, 
дилатометрических и термохимических измерений в температурном интервале от 100 К до температуры плавления и 
до давления 15 ГПа. Рассчитанные термодинамические функции bcc-Fe хорошо согласуются со справочными дан-
ными и экспериментальными измерениями при атмосферном давлении, а также с P–V–T измерениями в области 
температур до 773 К и давлений до 16 ГПа. Приведена табуляция термодинамических функций bcc-Fe (x, α, S, CP, 
CV, KT, KS, γ, K', GT,P) до температуры 1811 К и давления до 15 ГПа. Рассчитанные P–V–T соотношения bcc-Fe могут 
быть использованы для расчета давления при заданных температурах и объемах. 
 
Ключевые слова: bcc-Fe, уравнение состояния, термодинамика. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 
 

Железо является главным компонентом ядра Зем-
ли, поэтому знание его P-V-T и термодинамических 
свойств очень важно для понимания глубинной текто-
нофизики и физико-химических процессов в недрах 
Земли [Funtikov, 2000, 2003; Bazhanova et al., 2012; 
Hirose et al., 2013; Medvedev, 2014]. Из-за наличия по-
лиморфизма фазовая диаграмма железа имеет слож-
ную структуру [Swartzendruber, 1982; Tonkov, Ponya-
tovsky, 2005]. При атмосферном давлении железо с 
объемно-центрированной кубической решеткой (bcc-
Fe) является стабильной фазой в температурных ин-
тервалах 0–1185 К и 1667–1811 К, при температуре 
1043 К (точка Кюри) железо переходит из ферромаг-
нитного состояния в парамагнитное. Этот переход со-
провождается λ-видным поведением теплоемкости. 
При температурах 1185–1667 К и высоких давлениях 
устойчивой фазой железа является гранецентрирован-
ная кубическая модификация железа (γ-Fe или fcc-Fe). 
При низких температурах и возрастании давления же-
лезо (bcc-Fe) трансформируется в фазу ε-Fe c объем-
но-центрированной кубической решеткой (hcp-Fe). 
Термодинамические свойства железа с объемно-цен-
трированной кубической решеткой в зависимости от 
температуры и давления являются ключевыми при 
оценке термодинамических свойств фаз железа, ус-

тойчивых при высоких давлениях, поэтому очень 
важно знать аналитическую зависимость свободной 
энергии, энергии Гиббса, энтропии, теплоемкости, 
модулей сжатия и других функций от температуры и 
давления.  

Термодинамика железа на основе энергии Гиббса 
хорошо изучена [Desai, 1986; Dinsdale, 1991; и др.]. 
Влияние давления на термодинамические функции мо-
жет быть рассчитано по многочисленным моделям 
[Dinsdal, 1991; Brosh et al., 2007; Komabayashi, Fei, 
2010; и др.], в основе которых лежат полиномиальные 
соотношения (см. обзор в работе [Jacobs, Schmid-Fet-
zer, 2010]). В настоящей работе будем использовать 
другой подход, основанный на полуэмпирическом 
представлении зависимости свободной энергии Гельм-
гольца от температуры и объема, который был апро-
бирован на примере ряда металлов, алмаза и периклаза 
[Dorogokupets et al., 2012; Sokolova et al., 2013]. Для 
учета магнитного вклада в свободной энергии Гельм-
гольца воспользуемся формализмом из работы [Dins-
dale, 1991]. Полученное уравнение состояния позволит 
рассчитать любые термодинамические функции желе-
за с объемно-центрированной кубической решеткой в 
зависимости от температуры и объема или от темпера-
туры и давления, в том числе и сейсмический пара-
метр, который рассчитывается как отношение адиаба-
тического модуля сжатия к плотности. 

 
 

2. ТЕРМОДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
 

Свободную энергию Гельмгольца запишем в классическом виде [Zharkov, Kalinin, 1971]: 
 

F = U0 + E0 (V) + Fth (V,T) – Fth (V,T0) + Fe (V,T) – Fe (V,T0) + Fmag (T) – Fmag (T0), (1) 
 
где U0 – отсчетная энергия; E0(V) – потенциальная (холодная) часть свободной энергии на отсчетной изотерме  
T0 = 298.15 K, которая зависит только от объема V; Fth(V,T) – тепловая часть свободной энергии Гельмгольца, ко-
торая зависит от объема и температуры; Fe(V,T) – вклад свободных электронов в свободную энергию, который 
зависит от V и Т; Fmag(T) – магнитный вклад, который зависит только от T. 

В физике металлов для описания холодной энергии большое распространение получило уравнение [Vinet et 
al., 1987], которое определяет E0(V), P0(V), KT0(V) и K' в зависимости от объема в виде: 
 

E0 (V) = 9K0V0η–2 {1–[1–η (1–y)] exp [(1–y) η]}, (2.1) 
 

P0 (V) = 3 K0y–2 (1–y) exp [(1–y) η], (2.2) 
 

𝐾𝐾𝑇𝑇0  (𝑉𝑉)  =  𝐾𝐾0𝑦𝑦–2 [1 + (𝜂𝑦𝑦 + 1) (1–𝑦𝑦)] exp [(1–𝑦𝑦) 𝜂], (2.3) 
 

𝐾𝐾′ =  1
3

 �2 + 𝑦𝑦𝜂 +  𝑦�1– 𝜂�+2𝑦2𝜂
1+(1–y)(1+y𝜂

�, (2.4) 

 
где y = (V/V0) = x1/3 и η = 1.5(K'–1). 

Как было показано ранее [Dorogokupets, Dewaele, 2007; Dorogokupets, 2010], для расчета термодинамических 
функций при температурах выше комнатной могут быть использованы модели Дебая или Эйнштейна. В целях 
более точного расчета стандартной энтропии воспользуемся моделью Эйнштейна с двумя характеристическими 
температурами и запишем тепловую часть свободной энергии Гельмгольца в виде: 
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Fth (V,T) = m1RTln�1– exp –Θ1
𝑇𝑇
�+ m2 RTln�1– exp –Θ2

𝑇𝑇
� – 3

2
𝑛𝑛R𝑒0𝑥𝑥g𝑇𝑇2, (3) 

 
где Θ1 и Θ2 – характеристические температуры, которые зависят только от объема; R – газовая постоянная, 
x=V/V0; n равно числу атомов в химической формуле соединения, m1+m2=3n; e0 определяет вклад электронов в 
свободную энергию; g – электронный аналог параметра Грюнейзена; R – газовая постоянная. 

Далее, для простоты изложения, ограничимся одной характеристической температурой, тогда дифференци-
руя (3) по температуре при постоянном объеме, получаем энтропию и тепловую часть свободной энергии: 
 

S=– �𝜕𝐹
𝜕𝑇𝑇
�
𝑉𝑉

= 1nR�– ln �1–  1– exp –Θ
𝑇𝑇
� + Θ 𝑇𝑇⁄

exp(Θ 𝑇𝑇⁄ )–1
� + 3𝑛𝑛R𝑒0𝑥𝑥g𝑇𝑇, (4) 

 
𝐸𝐸𝑡𝑡ℎ = 𝐹𝐹𝑡𝑡ℎ + 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 3𝑛𝑛R � Θ

exp(Θ 𝑇𝑇⁄ )–1
� + 3

2
𝑛𝑛R𝑒0𝑥𝑥g𝑇𝑇2. (5) 

 
Дифференцируя (5) по объему при постоянной температуре, получаем тепловое давление: 

 
𝑃𝑃𝑡𝑡ℎ =– �𝜕𝐹𝑡ℎ

𝜕𝑉𝑉
�
𝑇𝑇

= 3𝑛𝑛R 𝛾𝛾
𝑉𝑉
� Θ
exp(Θ 𝑇𝑇⁄ )–1

� + 3
2
𝑛𝑛R𝑒0𝑥𝑥g𝑇𝑇2 g

𝑉𝑉
 . (6) 

 
Дифференцируя (5) по температуре при постоянном объеме и (6) по объему при постоянной температуре, по-

лучаем изохорную теплоемкость и изотермический модуль сжатия: 
 

𝐶𝐶𝑉𝑉 = �𝜕𝐸𝑡ℎ
𝜕𝑇𝑇

�
𝑉𝑉

= 3𝑛𝑛R ��Θ
𝑇𝑇
�
2 Θ

�exp(Θ 𝑇𝑇⁄ )–1�
2� + 3𝑛𝑛R𝑒0𝑥𝑥gT, (7) 

 
𝐾𝐾𝑇𝑇𝑡𝑡ℎ = 𝑃𝑃𝑡𝑡ℎ(1 + 𝛾𝛾 − 𝑞𝑞) − 𝛾𝛾2𝑇𝑇𝐶𝐶𝑉𝑉𝑡𝑡ℎ 𝑉𝑉 + 3

2
𝑛𝑛R𝑒0𝑥𝑥g𝑇𝑇2

g
𝑉𝑉

� (1 − g). (8) 
 

Дифференцируя давление (6) по температуре при постоянном объеме, получаем: 
 

(𝜕𝑃𝑃 𝜕𝑇𝑇⁄ )𝑉𝑉 = 𝛾𝛾
𝑉𝑉
𝐶𝐶𝑉𝑉𝑡𝑡ℎ + 𝑒0𝑥𝑥g𝑇𝑇

g
𝑉𝑉

 . (9) 
 

Объемную зависимость температуры Эйнштейна и параметра Грюнейзена будем использовать в двух видах. 
Согласно работам [Zharkov, Kalinin, 1971; Burakovsky, Preston, 2004; и др.], зависимость параметра Грюнейзена от 
объема на нулевой изотерме можно записать в виде: 
 

𝛾𝛾 =
𝐾′
2  − 16  − 𝑡3�1 − 𝑃2𝐾�

1 − 2𝑡𝑃3𝐾
+ 𝛿. (10) 

 
В этом случае объемная зависимость температуры Эйнштейна имеет вид: 

 
Θ = Θ0𝑥𝑥1 6−𝛿⁄ 𝐾𝐾0

−1 2⁄ (𝐾𝐾 − 2𝑡𝑃𝑃 3⁄ )1 2⁄ . (11) 
 

Также будут использоваться эмпирические уравнения из работы [Al'tschuler et al., 1987]: 
 

𝛾𝛾 = 𝛾𝛾∞ + (𝛾𝛾0 − 𝛾𝛾∞)𝑥𝑥𝛽𝛽, (12) 
 

Θ = Θ0𝑥𝑥−𝛾𝛾∞exp �𝛾𝛾0−𝛾𝛾∞
𝛽𝛽

�1 − 𝑥𝑥𝛽𝛽��. (13) 
 

Для расчета магнитного вклада в энергию Гельмгольца воспользуемся формализмом из работы [Dinsdale, 
1991], который был модифицирован в работе [Jacobs, Schmid-Fetzer, 2010] с целью получения корректного пре-
дела энтропии при 0 К, поэтому магнитный вклад имеет вид: 
 

𝐹𝐹𝑚𝑎g(𝑇𝑇) = 𝑅𝑇𝑇ln(𝐵0 + 1)(g(𝜏) − 1), (14) 
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где B0 =2.22 – средний магнитный момент на атом; τ=T/TC; TC=1043 K – температура Кюри. Функция g(τ) имеет 
вид: 
 

g(𝜏) = 1 − �79𝜏
−1

140𝑝
+ 474

497
�1
𝑝
− 1� �𝜏

3

6
+ 𝜏9

135
+ 𝜏15

600
�� 𝐷,� при 𝜏 ≤  1; 

 
g(𝜏) = −�𝜏

−5

10
+ 𝜏−15

315
+ 𝜏−25

1500
� 𝐷,� при 𝜏 >  1; 

 
𝐷 = 518

1125
+ 11692

15975
�1
𝑝
− 1�. 

 
Магнитный вклад для железа не зависит от давления, поэтому он одинаков для свободной энергии Гельмголь-

ца и энергии Гиббса. Уравнения для магнитного вклада в энтропию, энтальпию и теплоемкость можно найти в 
работе [Dinsdale, 1991]. 

Суммируя соответствующие функции, получаем полное термодинамическое описание уравнения состояния. 
Теперь можно рассчитать коэффициент термического расширения α=(∂P/∂T)V/KT, теплоемкость при постоянном 
давлении CP=CV+α2TVKT и адиабатический модуль сжатия KS=KT+VT(αKT)2/CV, которые могут быть получены пу-
тем прямых экспериментальных измерений. Энтальпия и энергия Гиббса рассчитываются из соотношений 
H=E+PV, G=F+PV. 
 
 
 
 
 
3. УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ ЖЕЛЕЗА (BCC-FE) 
 

Подгоночные параметры уравнения состояния bcc-
Fe были получены путем одновременной оптимизации 
экспериментальных измерений теплоемкости, объема, 
теплового расширения, адиабатического модуля сжа-
тия при атмосферном давлении и экспериментальных 
измерений P–V–T соотношений на комнатной изотер-
ме и при повышенных температурах. Фиксированные 
параметры: m1=m2=1.5, n=1, V0=7.092 cm3·mol–1,  
e0=198·10–6 K–1 (рассчитан по измерениям низкотем-
пературной теплоемкости из работы [Desai, 1986]),  
K0=163 GPa (рассчитан из измерений адиабатического 
модуля сжатия из работы [Adams et al., 2006]), K'=5.70 
(рассчитан по V–P данным, на комнатной изотерме из 
работы [Dewaele et al., 2006]).  

Мы построили два варианта уравнения состояния 
bcc-Fe. В первом варианте температура Эйнштейна  и 
параметр Грюнейзена были приняты в виде уравнений 
(11) и (10). Однако эта форма уравнений состояния 
является довольно сложной для численной реализа-
ции, поэтому полученная зависимость параметра Грю-
нейзена от объема была аппроксимирована уравнени-
ем (12), и получены следующие параметры: γ0=1.821,  
β=3.445, γ∞=1.013. При этом были получены следую-
щие значения температур Эйнштейна: Θ1o=457 K,  
Θ2o=207 K. Для электронного аналога параметра Грю-
нейзена было получено значение g=0.094. Небольшая 
величина этого параметра означает (см. уравнения (3)–
(9)), что электронная составляющая существенна в 
тепловых функциях и оказывает малое влияние на 
функции, зависящие от объема. Параметр U0 был рас-
считан из следующих соображений. Железо при стан-

дартных условиях (298.15 К и 1 бар) является термо-
химически простым веществом, поэтому для него 
∆𝐻2980 =0. Рассчитанная стандартная энтропия (табл. 1) 
имеет значения 𝑇𝑇2980  = 27.18 J mol–1K–1. Из этих вели-
чин рассчитываем энергию Гиббса, которая равна 
𝐺𝑓,298
0  = –8104 J mol–1 = U0. Таким образом, мы опреде-

лили все параметры уравнения состояния bcc-Fe, что 
позволяет рассчитать необходимые термодинамиче-
ские функции.  
 
 
4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 
 

В табл. 1 приведена табуляция основных термоди-
намических функций в зависимости от температуры 
при давлениях 0.0001, 5, 10 и 15 ГПа, выполненная по 
предлагаемому уравнению состояния bcc-Fe. В табли-
це представлены x=V/V0, объемный коэффициент тер-
мического расширения, энтропия, теплоемкость при 
постоянном объеме и при постоянном давлении, изо-
термический и адиабатический модули сжатия, пара-
метр Грюнейзена, производная изотермического мо-
дуля сжатия по давлению и энергия Гиббса. Зависи-
мость термодинамического параметра Грюнейзена от 
температуры 𝛾𝛾𝑡𝑡ℎ = 𝛼𝐾𝑠 𝑉𝑉

𝐶𝑝
= 𝛼𝐾𝑇 𝑉𝑉

𝐶𝑉
   может быть рассчи-

тана по данным из табл. 1. 
Как можно видеть на рисунках 1–4, рассчитанные 

термодинамические функции bcc-Fe при атмосферном 
давлении в зависимости от температуры хорошо со-
гласуются с имеющимися справочными данными и 
прямыми экспериментальными измерениями. На рис. 3 
сильно отклоняющиеся величины относятся к фазе fcc-
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Fe. Из рис. 4 видно, что нам удалось описать темпера-
турную зависимость адиабатического модуля сжатия с 
такой же точностью, как и в работе [Jacobs, Schmid-
Fetzer, 2010]. На рис. 5 показаны два параметра Грю-
нейзена в зависимости от температуры при атмосфер-
ном давлении и при давлении 10 ГПа. Линии синего 
цвета соответствуют объемной зависимости параметра 
Грюнейзена 𝛾𝛾 = −�𝜕lnΘ

𝜕ln𝑉𝑉
�
𝑇𝑇

, которую можно рассчитать 

по уравнению (12). Красные линии соответствуют 
термодинамическому параметру Грюнейзена, который 
рассчитывается из соотношений 𝛾𝛾𝑡𝑡ℎ = 𝛼𝐾𝑠 𝑉𝑉

𝐶𝑝
= 𝛼𝐾𝑇 𝑉𝑉

𝐶𝑉
   и 

имеет минимум при температуре Кюри. Температур-
ные зависимости объемного и термодинамического 
параметров Грюнейзена сильно отличаются друг от 
друга, что связано с влиянием вклада электронов и λ-
видным поведением теплоемкости вблизи температу-
ры Кюри. 

Из табл. 1 следует, что рассчитанная стандартная 
энтропия 𝑇𝑇2980 , а также энтропия в критических точках 
(Тbcc-fcc=1043 К, TC=1185 K, Tfcc-bcc=1667 K, Tm=1811 K) 
близки к справочным данным [Desai, 1986; Robie et al., 
1978; Bergman et al., 2004; и др.]. Следует заметить, 
что энтропия в уравнении состояния является первой 
производной свободной энергии Гельмгольца по тем-

пературе при постоянном объеме. В то же время эн-
тропия – это термодинамическая функция, которую 
можно рассчитать из экспериментальных измерений 
теплоемкости. На рис. 6 сопоставлены справочные 
(экспериментальные) приращения энтропии в зависи-
мости от температуры с нашим расчетом. Приращения 
рассматриваются из тех соображений, что величины 
стандартной энтропии меняются по разным данным  
от 𝑇𝑇2980 =27.085±0.08 J mol–1K–1 [Desai, 1986] до 
𝑇𝑇2980 =27.28±0.13 J mol–1K–1 [Robie et al., 1978]. Таким 
образом, если рассчитанная энтропия и эксперимен-
тальная близки, то можно говорить о корректности 
нашего уравнения в тепловой части.  

Теперь необходимо оценить корректность нашего 
уравнения состояния при высоких давлениях. Давле-
ние, как и энтропия, есть первая производная свобод-
ной энергии Гельмгольца по объему при постоянной 
температуре. Из рис. 7 следует, что рассчитанная ком-
натная изотерма bcc-Fe хорошо согласуется с измере-
ниями [Dewaele et al., 2006; Liu et al., 2014], которые 
были выполнены в квазигидростатических условиях в 
гелиевой или неоновой среде. Давление в этих работах 
было рассчитано по рубиновой шкале [Dorogokupets, 
Oganov, 2007; Sokolova et al., 2013] и по уравнению 
состояния золота [Fei et al., 2007], которые в целом  
 

Т а б л и ц а  1. Рассчитанные термодинамические функции bcc-Fe при разных давлениях и температурах 

T a b l e  1. Calculated thermodynamic functions of bcc-Fe for various pressures and temperatures 

P, GPa T, K x=V/V0 α E–6, K–1 S CV CP KΤ KS γ K' GT,P,  
kJ mol–1 J mol–1K–1 GPa 

0.0001 298.15 1.00000 35.21 27.180 24.164 24.592 163.001 165.883 1.821 5.70 –8.103 
0.0001 500 1.00768 40.06 41.041 28.407 29.296 155.044 159.896 1.843 5.78 –15.068 
0.0001 1043 1.03245 49.62 69.014 57.272 59.748 131.678 137.371 1.915 6.07 –45.018 
0.0001 1185 1.03997 52.65 74.737 37.965 40.996 125.088 135.075 1.938 6.16 –55.248 
0.0001 1500 1.05870 61.16 83.989 34.345 38.960 109.565 124.289 1.996 6.42 –80.316 
0.0001 1667 1.07009 67.19 88.155 34.357 40.109 100.707 117.566 2.033 6.58 –94.694 
0.0001 1811 1.08098 73.72 91.538 34.686 41.676 92.620 111.283 2.070 6.76 –107.634 
5 298.15 0.97209 29.34 26.058 23.906 24.244 190.781 193.474 1.746 5.43 26.846 
5 500 0.97830 33.21 39.759 28.293 28.995 183.425 187.976 1.762 5.48 20.125 
5 1043 0.99783 39.50 67.425 57.227 59.094 162.115 167.405 1.815 5.68 –9.047 
5 1185 1.00356 41.27 73.055 37.923 40.167 156.214 165.459 1.831 5.74 –19.044 
5 1500 1.01740 45.84 82.052 34.302 37.543 142.563 156.036 1.870 5.89 –43.544 
5 1667 1.02546 48.76 86.043 34.311 38.201 134.964 150.266 1.894 5.98 –57.585 
5 1811 1.03290 51.66 89.246 34.636 39.175 128.176 144.971 1.916 6.07 –70.208 
10 298.15 0.94854 25.23 25.133 23.675 23.952 217.378 219.926 1.687 5.22 60.888 
10 500 0.95375 28.52 38.707 28.192 28.771 210.469 214.793 1.699 5.26 54.368 
10 1043 0.96990 33.12 66.166 57.188 58.688 190.613 195.614 1.740 5.41 25.825 
10 1185 0.97455 34.30 71.738 37.887 39.671 185.172 193.894 1.752 5.45 16.010 
10 1500 0.98558 37.21 80.589 34.266 36.773 172.705 185.340 1.782 5.55 –8.052 
10 1667 0.99186 38.97 84.490 34.274 37.227 165.850 180.141 1.799 5.62 –21.841 
10 1811 0.99756 40.65 87.603 34.597 37.979 159.786 175.407 1.814 5.67 –34.234 
15 298.15 0.92815 22.18 24.347 23.464 23.699 243.060 245.492 1.638 5.06 94.153 
15 500 0.93263 25.09 37.813 28.098 28.591 236.502 240.647 1.648 5.09 87.805 
15 1043 0.94641 28.69 65.120 57.153 58.408 217.745 222.526 1.681 5.20 59.791 
15 1185 0.95033 29.55 70.653 37.855 39.338 212.640 220.971 1.691 5.24 50.127 
15 1500 0.95952 31.59 79.409 34.236 36.283 201.012 213.035 1.714 5.31 26.421 
15 1667 0.96469 32.78 83.252 34.242 36.629 194.665 208.230 1.727 5.36 12.833 
15 1811 0.96933 33.89 86.312 34.564 37.269 189.081 203.874 1.739 5.40 0.622 
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Рис. 1. Рассчитанная теплоемкость (CP, CV) в 
сравнении с данными [Desai, 1986]. 
 
Fig. 1. Comparison of calculated heat capacities 
(CP, CV) with data from [Desai, 1986]. 

 
 
 

 

Рис. 2. Рассчитанный коэффициент термиче-
ского расширения (a=1/V(∂V/∂T)P) в сравне-
нии с данными [Novikova, 1974; Lu et al., 
2005; Komabayashi, Fei, 2010].  
 
Fig. 2. Comparison of calculated thermal expan-
sion coefficient, a=1/V(∂V/∂T)P with data from 
[Novikova, 1974; Lu et al., 2005; Komabayashi, 
Fei, 2010]. 

 
 
 

 

Рис. 3. Рассчитанный объем железа в сравне-
нии с измерениями [Kohlhaas et al., 1967; Ba-
sinski et al., 1955]. 
 
Fig. 3. Comparison of the calculated volume of 
iron with measurements from [Kohlhaas et al., 
1967; Basinski et al., 1955]. 

 
 

 

0

10

20

30

40

50

60

70

80

0 300 600 900 1200 1500 1800
Temperature (K)

C
P
, C

V 
(J

 m
ol

-1
 K

-1
)

Desai, 1986

CP

CV3nR

bcc-Fe

fcc-Fe

0

10

20

30

40

50

60

70

0 300 600 900 1200 1500 1800
Temperature (K)

α
 (1

0-6
 K

-1
)

 Novikova, 1974
 bcc-Fe, Lu et al., 2005
Komabayashi, Fei, 2010

bcc-Fe

7

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

7.7

0 300 600 900 1200 1500 1800
Temperature (K)

Vo
lu

m
e 

(c
m3  m

ol
 -1

)

Kohlhaas et al., 1967

Basinski et al., 1955

bcc-Fe



 

Geodynamics & Tectonophysics 2014 Volume 5 Issue 4 Pages 1033–1044 

 1039 

 
 
 
  

 

Рис. 4. Рассчитанные модули сжатия (KS, 
KT) в сравнении с данными [Isaak, Masuda, 
1995; Dever, 1972; Jacobs, Schmid-Fetzer, 
2010; Adams et al., 2006]. 
 
Fig. 4. Comparison of calculated compression 
moduli (KS, KT) and data from [Isaak, Masuda, 
1995; Dever, 1972; Jacobs, Schmid-Fetzer, 
2010; Adams et al., 2006]. 

 
 
 
 

 

Рис. 5. Температурная зависимость пара-
метров Грюнейзена при давлениях 0 и 10 
ГПа. Синим цветом обозначен параметр 
Грюнейзена, рассчитанный из соотношения 
𝛾𝛾 = −(𝜕lnΘ 𝜕ln𝑉𝑉⁄ )𝑇𝑇, красным цветом обо-
значен термодинамический параметр Грю-
нейзена 𝛾𝛾𝑡𝑡ℎ =  𝛼𝐾𝐾𝑠𝑉𝑉 𝐶𝐶𝑃⁄ = 𝛼𝐾𝐾𝑇𝑇𝑉𝑉 𝐶𝐶𝑉𝑉⁄ . 
 
Fig. 5. Temperature dependence of Grüneisen 
parameters at pressures of 0 and 10 GPa. Blue 
lines show Grüneisen parameters calculated 
from equation 𝛾𝛾 = −(𝜕lnΘ 𝜕ln𝑉𝑉⁄ )𝑇𝑇; red lines 
show thermodynamic Grüneisen parameters, 
𝛾𝛾𝑡𝑡ℎ =  𝛼𝐾𝐾𝑠𝑉𝑉 𝐶𝐶𝑃⁄ = 𝛼𝐾𝐾𝑇𝑇𝑉𝑉 𝐶𝐶𝑉𝑉⁄ .  

 
 
 
 

 

Рис. 6. Энтропия 𝑇𝑇𝑇𝑇0 − 𝑇𝑇298,15
0  в зависимости 

от температуры при атмосферном давлении 
в сравнении со справочными данными 
[Bergman et al., 2004; Robie et al., 1978; De-
sai, 1986]. 
 
Fig. 6. Temperature dependence of entropy 
𝑇𝑇𝑇𝑇0 − 𝑇𝑇298,15

0  at room pressure in comparison 
with reference data from [Bergman et al., 
2004; Robie et al., 1978; Desai, 1986]. 
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согласуются друг с другом. Измерения в работе [Jeph-
coat et al., 1986] были проведены в неоновой и аргоно-
вой средах и показывают знакопеременное отклонение 
от наших данных. В работе [Huang et al., 1987] изме-
рения были проведены в негидростатических услови-
ях, поэтому они получили более высокое давление по 
сравнению с измерениями в квазигидростатических 
условиях и нашим расчетом. Следует заметить, что в 
измерениях [Mao et al., 1967; Zhang, Guyot, 1999] дав-
ление было рассчитано по уравнению состояния NaCl 
из работ [Decker, 1965, 1971]. Как было показано в ра-
боте [Strässle et al., 2014], эти шкалы занижают давле-
ние примерно на 0.5 ГПа по сравнению с уравнением 
состояния NaCl из работы [Brown, 1999]. Как видно из 
рис. 6, если пересчитать данные [Mao et al., 1967; 
Zhang, Guyot, 1999] по NaCl шкале [Brown, 1999], то 
получим хорошее согласие с предлагаемым уравнени-
ем состояния bcc-Fe.  

Таким образом, мы получили уравнение состояния 
bcc-Fe на основе свободной энергии Гельмгольца, ко-
торое обеспечивает корректный расчет термодинами-
ческих функций в зависимости от температуры при 
разных давлениях. В частности, рассчитанное давле-
ние при повышенных температурах и давлениях хо-
рошо согласуется с измерениями, в которых для оцен-
ки давления были использованы рубиновая шкала дав-
лений [Dorogokupets, Oganov, 2007; Sokolova et al., 
2013], уравнения состояния золота [Fei et al., 2007] и 
NaCl [Brown, 1999]. Следовательно, построенное урав-
нение состояния bcc-Fe может быть использовано в 

качестве вторичной шкалы давления. С этой целью в 
табл. 2 приведено рассчитанное давление при темпера-
турах от комнатной до Т=1800 К и при сжатиях от х=1 
до х=0.94. На рис. 8 рассчитанное давление показано в 
виде изобар от 0 до 14 ГПа в зависимости от темпера-
туры в диапазоне сжатия от х=1.08 до х=0.94. 
 
 
5. СРАВНЕНИЕ С ДРУГИМИ УРАВНЕНИЯМИ СОСТОЯНИЯ 

BCC-FE 
 

В работе [Komabayashi, Fei, 2010] разработана 
внутренне согласованная база термодинамических 
данных для железа до условий ядра Земли, которая 
недавно была использована для термодинамического 
обоснования плавления в системе Fe-FeO при высоких 
давлениях [Komabayashi, 2014]. При конструировании 
этой базы данных были использованы фундаменталь-
ные термодинамические соотношения для энергии 
Гиббса, которая была разделена на термохимическую 
и теплофизическую части. Энергия Гиббса была при-
нята в виде полинома с параметрами из работы 
[Saxena, Dubrovinsky, 1998], магнитный вклад учиты-
вался в виде уравнения (14), поэтому можно ожидать, 
что энергия Гиббса при комнатном давлении в зависи-
мости от температуры из нашего уравнения состояния 
и энергии Гиббса из формулировки [Komabayashi, Fei, 
2010] будут близки. Энергия Гиббса при повышенных 
давлениях была рассчитана интегрированием объема в 
зависимости от давления, поэтому довольно трудно  
 

 
 

Рис. 7. Разница между измеренным давлением [Dewaele et al., 2006; Jephcoat et al., 1986; Giles et al., 1971; Huang et al., 
1987; Zhang, Guyot, 1999; Liu et al., 2014; Mao et al., 1967] и рассчитанным давлением по предлагаемому уравнению состо-
яния bcc-Fe. 
 
Fig. 7. Difference between measured pressures [Dewaele et al., 2006; Jeaphcoat et al., 1986; Giles et al., 1971; Huang et al., 1987; 
Zhang, Guyot, 1999; Liu et al., 2014; Mao et al., 1967] and pressures calculated by the proposed equation of state for bcc-Fe. 
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оценить различие в энергии Гиббса при повышенных 
температурах и давлениях между нашим уравнением 
состояния bcc-Fe и данными [Komabayashi, Fei, 2010]. 
Они будут различаться  по следующим соображениям. 
Коэффициент объемного термического расширения, 
по данным [Komabayashi, Fei, 2010], ниже, чем по 
нашим и справочным данным (см. рис. 2), поэтому 
объем железа при высоких температурах и комнатном 
давлении будет слегка занижен. Параметр K'=5.29 в 
работе [Komabayashi, Fei, 2010] существенно ниже, 

чем по нашим данным, что также приводит к разли-
чию в расчете энергии Гиббса в зависимости от давле-
ния.  

В работе [Jacobs, Schmid-Fetzer, 2010] построено 
уравнение состояния bcc-Fe по формализму, который 
близок нашему. Одним из достоинств этой работы яв-
ляется то, что в ней приведены литературные источни-
ки многочисленных измерений термохимических и 
теплофизических свойств железа. Они показали, что 
приближения Ми-Грюнейзена-Дебая и Ми-Грюнейзе-

Т а б л и ц а  2. Давление (ГПа) в зависимости от температуры и сжатия x = V / V0 

T a b l e  2. Pressure (GPa) as function of temperature and compression, x = V / V0 

T, K x = 1 x =0.99 x =0.98 x =0.97 x =0.96 x =0.95 x =0.94 
298.15 0.000 1.686 3.488 5.413 7.470 9.667 12.013 
300 0.011 1.696 3.498 5.424 7.480 9.677 12.023 
400 0.601 2.282 4.080 6.000 8.053 10.246 12.587 
500 1.213 2.889 4.682 6.599 8.648 10.837 13.175 
600 1.835 3.508 5.297 7.210 9.256 11.441 13.776 
700 2.464 4.133 5.919 7.829 9.871 12.053 14.385 
800 3.098 4.763 6.545 8.452 10.491 12.670 15.000 
900 3.735 5.396 7.175 9.079 11.115 13.291 15.618 
1000 4.374 6.032 7.808 9.708 11.741 13.915 16.239 
1100 5.015 6.670 8.442 10.340 12.370 14.541 16.862 
1200 5.658 7.310 9.079 10.973 13.000 15.168 17.487 
1300 6.302 7.951 9.717 11.608 13.632 15.798 18.114 
1400 6.948 8.593 10.356 12.244 14.265 16.428 18.742 
1500 7.595 9.236 10.996 12.881 14.900 17.060 19.372 
1600 8.243 9.881 11.637 13.520 15.535 17.693 20.003 
1700 8.892 10.526 12.280 14.159 16.172 18.328 20.634 
1800 9.541 11.173 12.923 14.800 16.810 18.963 21.267 

 
 
 

 
 

Рис. 8. Изобары bcc-Fe от 0 до 14 ГПа в зависимости от температуры и сжатия. 
 
Fig. 8. bcc-Fe isobars from 0 to 14 GPa as function of temperature and compression. 
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на-Киффер дают почти одинаковые результаты, но по-
следнее приближение лучше работает при низких тем-
пературах. К сожалению, в работе [Jacobs, Schmid-
Fetzer, 2010] численные результаты для bcc-Fe не при-
водятся, однако практическое совпадение рассчитан-
ных модулей сжатия при температурах 1000–1200 К 
(см. рис. 4) является косвенным свидетельством того, 
что они дадут близкие к нашим результаты в расчете 
энергии Гиббса при повышенных температурах и дав-
лениях. 
 
 
6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

На основе свободной энергии Гельмгольца мы по-
строили полуэмпирическое уравнение состояния желе-
за с объемно-центрированной кубической решеткой 
(bcc-Fe) путем одновременной оптимизации ультра-
звуковых, рентгеновских, дилатометрических и термо-
химических измерений. Тепловая часть свободной 
энергии Гельмгольца аппроксимирована моделью 
Эйнштейна с двумя характеристическими температу-
рами, которые имеют одинаковую зависимость от объ-
ема. Вклад свободных электронов оценен из низко-
температурных измерений теплоемкости. Электрон-
ный аналог параметра Грюнейзена был получен в про-
цессе оптимизации. Небольшая величина этого пара-
метра (g=0.094) означает, что электронная составляю-
щая существенно влияет на тепловые функции и ока-
зывает малое влияние на функции, зависящие от объе-
ма. Рассчитанное давление при повышенных темпера-

турах и давлениях хорошо согласуется с измерениями, 
в которых для оценки давления были использованы 
рубиновая шкала давлений [Dorogokupets, Oganov, 
2007; Sokolova et al., 2013], уравнения состояния золо-
та [Fei et al., 2007] и NaCl [Brown, 1999]. Построенное 
уравнение состояния bcc-Fe может быть использовано 
в качестве вторичной шкалы давления. Рассчитанные 
термодинамические функции bcc-Fe (x, α, S, CP, CV, KT, 
KS, γ, K', GT,P) до температуры 1811 К и до давления 15 
ГПа хорошо согласуются со справочными данными и 
экспериментальными измерениями при атмосферном 
давлении, а также с P–V–T измерениями в области 
температур до 773 К и давлений до 16 ГПа. Рассчитан-
ные P–V–T соотношения bcc-Fe могут быть использо-
ваны для расчета давления при заданных температурах 
и объемах. Рассчитанные термодинамические функции 
могут быть непосредственно использованы для расче-
та градиента плотности и адиабатического градиента 
температуры по глубине в недрах Земли (см., напри-
мер [Pankov et al., 1998]). Таким образом, мы показали, 
что термодинамические функции bcc-Fe могут быть 
аккуратно рассчитаны по уравнению состояния на ос-
нове свободной энергии Гельмгольца и будут исполь-
зованы для расчета фазовой диаграммы железа в ши-
роком интервале температур и давлений.  
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